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大規 模疎行列の 固有値を 数値的に 求 め る 場合, Krylov 部分空 間 法は 最も 有力な 手

法と し て 知ら れ て いる . Krylov 部分空 間 法に は 複数の 手法が あ り , 一 部の 解法は 適切

な 前処理手法と 組み 合わ せ る こ と に よ っ て よ り 高速に 固有値を 計算す る こ と が で き る

が , 前処理の 効果 , 計算精度に 与える 影響 な ど に つ いて は 未解明な 点が 多い. 本稿で は ，

前処理付固有値解法の 計算誤差に つ いて ，解析解に よ る 検 証を 行い，その 性能を 評価

す る ．

Error Analysis of Preconditioned Eigensolvers

Akira Nishida †1

When we need to compute some eigenvalues of a large sparse matrix numer-
ically, the Krylov subspace method is known to be the optimal choice. Com-
bining appropriate preconditioners with the some Krylov subspace method,
you can compute the eigensolutions more efficiently, although there are many
unsolved problems on the preconditioners. This study verifies the numerical
error of preconditioned eigensolvers by examining real variation problems, and
evaluate their performance.

1. 背 景

大規 模疎行列の 固有値を 数値的に 求 め る 場合, いく つ か の 解法を 考える こ と が で き , 冪乗

法, 逆 反復法, Lanczos 法, Davidson 法, 共 役勾配法等の Krylov 部分空 間 法が 提案され て

いる . 多く の 問題で は , 特定の 範囲 に あ る 数個の 固有値 (及 び 固有ベ ク ト ル) を 求 め れ ば よ い

た め , 疎行列性を 保存す る こ れ ら の 解法は , 微分方程式の 離散化 に 伴う 大規 模計算な ど に お
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いて 広く 利用され て いる .

本研 究 で は , 平成14-19年度科 学技 術振興機構 CREST 事業 の 一 環と し て , 反復解法ライ

ブ ラリ Lis ?1 を 開発, 配布し , 様々 な 並列計算機上で 大規 模な 線型方程式を 解く た め の 環境

を 提供 し て いる . ま た 平成20年度に は 九 州大学情報基盤研 究 開発セ ンタ ー に お いて 固有値

解法の 実装を 行い, 同年11月よ り 疎行列固有値解法に 対応 し た 新版を 公開し て いる . 本稿で

は ，前処理付固有値解法の 計算誤差に つ いて ，解析解に よ る 検 証を 行い，その 性能を 評価

す る ．

2. Krylov 部分空 間 法

本稿で は ，標準固有値問題

Ax = λx (1)

を Krylov 部分空 間 法を 用いて 解く こ と を 考える ．

Krylov 部分空 間 法の う ち 最も 単純な も の と し て , 冪乗法, 及 び その 拡張で あ る 部分空 間 反

復法，逆 反復法等な ど を 挙 げる こ と が で き る ．冪乗法で は , サ イ ズ n の 大規 模行列 A の 固

有値を 絶対値最大の も の か ら ?2 求 め る た め , こ れ を 次元 ν � n の ベ ク ト ル部分空 間 Gl 上

へ の 直交射影に 関 す る 固有値問題に 近 似す る . 射影を 表す 行列を πl と す れ ば , 問題は Gl に

お いて

πl(Axl − λlxl) = 0 (2)

を 満た す 近 似固有対

λl ∈ C, 0 6= xl ∈ Gl (3)

の 計算に 帰着され る . 部分空 間 S を 生成す る r 個の 独立な ベ ク ト ルを

U = [u1, ..., ur], 1 ≤ r < n (4)

と す る と , Gl 内の 正規 直交基底の 選び 方に よ っ て ,

Sl = AlS, l = 1, 2, ... (5)

と す れ ば r = 1 の 場合は 冪乗法, ま た r > 1 な ら ば 部分空 間 反復法と な る . 同様に し て , 逆

反復法は A で は な く , A−1 を ベ ク ト ルに 適用す る こ と に よ り , A の 固有値を 絶対値最小の

も の か ら 求 め る .

?1 http://www.ssisc.org/lis/

?2 以下 単に 最大固有値と 書く ．



一 方，実対称行列 A に 関 す る 固有値問題

Ax = λx (6)

の 最小固有値, ま た は こ れ と 同値な 問題

x = µAx, µ = 1/λ (7)

の 最大固有値の 計算を

Rayleigh 商

µ(x) =
xT x

xT Ax
(8)

の 極 値問題に 帰着す る と , 最急 勾配方向が

∇µ(x) ≡ g(x) =
2(x − µAx)

xT Ax
(9)

で あ る こ と か ら , 適当な 係数 αi, 修正方向

pi = −gi + βi−1pi−1, βi−1 =
gT

i gi

gT

i−1gi−1

(10)

な ど を 用いる こ と に よ り , 非線型共 役勾配法を 導く こ と が で き る 1)–3).

3. 固有値解法に お け る 前処理

固有値 λ が 既知で あ る と 仮 定す る と , こ れ に 対応 す る 固有ベ ク ト ルは

(A − λ)x = 0, x 6= 0 (11)

を 解く こ と に よ り 求 め る . す な わ ち , 固有値解法に お け る 理想的な 前処理行列 T は A − λ

の 逆 行列で あ り ,実際に は 未知の λ を Ritz 値で 置き 換えた 前処理行列を 考える こ と も で き

る . 一 般に こ の よ う に 前処理行列を 取る と 不定値と な る た め , T が 対称正定値で な け れ ば な

ら な い場合に は

T ≈ A−1 (12)

と 取る . 特に 連立一 次方程式 Ax = f の 解法が 与えら れ て いる 場合に は ,前処理の 計算も 容

易 で あ る . こ の よ う に 定め た T を 固有値解法中の 反復ベ ク ト ル r に 対し て

w(i) = Tr (13)

す な わ ち

T−1w(i) = r (14)

を 解く こ と に よ り ，収束を 加 速す る の が , 固有値解法に お け る 前処理の 位置付け で あ る 4)–6).

前処理付固有値解法の ア ルゴ リズ ム は ,前処理行列T ≈ A−1, TA に 関 す る mk 次多項式

Pmk
(TA) を 用いて 以下 の よ う に 書く こ と が で き る .

( 1 ) 初期ベ ク ト ル x(0) を 選択す る

( 2 ) mk 回の 反復に よ り x(k) = Pmk
(TA)x(0) を 計算す る

( 3 ) µ(k) = (x(k), x(k))/(x(k), Ax(k)) を 計算す る

前処理を 共 役勾配法に 適用す る 場合，その 反復は , 適当な 初期ベ ク ト ルx(0) と 対応 す る 修

正ベ ク ト ルp(0) = 0 を 用いて ,

µ(i) = (x(i), x(i))/(x(i), Ax(i)) (15)

r = x(i) − µ(i)Ax(i) (16)

w(i) = Tr (17)

x(i+1) = w(i) + τ (i)x(i) + γ(i)p(i) (18)

p(i+1) = w(i) + γ(i)p(i) (19)

と 書く こ と が で き る . こ こ で は 行列束 x(i)−µ(i)Ax(i) に 関 す る span{w, x(i), p(i)} 上の Ritz

値, Ritz ベ ク ト ルを Rayleigh-Ritz 法を 用いて 計算し , 最大 Ritz 値に 対応 す る Ritz ベ ク

ト ルを x(i+1) と す る . す な わ ち , 係数 τ (i), γ(i) の 値は , span{w, x(i), p(i)} 上で の 局 所的な

最適解を も と に 決め ら れ る . こ れ に よ っ て , ベ ク ト ル間 の 直交性を も と に 各係数を 明に 計算

す る 必要の あ る 従来の 方法と 比較し て , 少な い計算量で 更新値を 求 め る こ と が で き る .

こ の 方法で 用いて いる 前処理は , T ≈ A−1 を ベ ク ト ルに 適用し て いる 点で , 実際に は 逆 反

復法に 近 い意 味を 持っ て いる . た だ し , 近 似逆 行列を 用いて いる こ と か ら , 精度に 関 し て は

問題が 生じ る 可 能性が あ る ．本稿で は こ の 点に つ いて 調べ る ．

4. Lis を 用いた 実装

既存の 線型計算ライ ブ ラリは いく つ か あ る が ,本研 究 で は , 以前よ り 開発を 進め て いる Lis

に , 非線型共 役勾配法の 実装を 行っ た .

海外に お いて も , Valencia 工科 大学に よ る SLEPc (Argonne 米国 立研 究 所の 並列反復



解法ライ ブ ラリ PETSc ?1 を ベ ー ス と し て 開発され て いる ) ?2 や , Colorado 大学に よ る

BLOPEX (Lawrence Berkeley 米国 立研 究 所に よ る 並列反復解法ライ ブ ラリ Hypre ?3 を

ベ ー ス と し て いる ) ?4 な ど の ライ ブ ラリに , 疎行列向け の 固有値解法が 実装され て いる 7).

こ れ ら の ライ ブ ラリで は ，本研 究 の 実装と 同様に ,いず れ も オ ブ ジェ ク ト 指向に 基づ いた

設計を 行っ て お り , 並列化 は ライ ブ ラリの レベ ルで 実現され て いる . ま た , す べ て の デ ー タ

は API を 用いて 処理され て いる . す な わ ち , 行列, ベ ク ト ルデ ー タ 等の 生成・廃棄 , 及 び こ

れ ら の オ ブ ジェ ク ト に 対す る 操作は , それ ぞ れ の 操作を 記述す る API を 呼び 出す こ と に よ

り 処理され る . 各前処理手法は それ ぞ れ 線型解法と し て 実装され , 必要に 応 じ て 前処理と し

て 利用す る こ と が で き る よ う に な っ て お り , こ れ ら を 組み 合わ せ て 評価 す る こ と が で き る .

本研 究 で は , Lis 上に ，共 役勾配法を 含 む Krylov 部分空 間 法を 実装し ,評価 を 行っ た . な

お ，逆 反復法等の 内部処理に お いて も , A−1 を 反復ベ ク ト ルに 適用す る 際に 線型方程式を 解

く 必要が あ る た め , 多様な 解法を 実装し た 反復解法ライ ブ ラリの 利用は 有効で あ る . 表1, 2,

3 に Lis が 対応 す る 固有値解法, 線型方程式解法, 前処理手法を 示す . Lis で は こ れ ら を 自由

に 組み 合わ せ て 新た に 固有値解法を 構成す る こ と が で き る .

表1 Lis で 利用可 能な 固有値解法

Power Iteration

Inverse Iteration

Approximate Inverse Iteration

Conjugate Gradient

Lanczos Iteration

Subspace Iteration

Conjugate Residual

実装し た 解法は , Lis の 固有値計算ア ルゴ リズ ム と し て 収録され , 要素演 算と 線型方程式

解法, 前処理に 関 す る ライ ブ ラリを 必要に 応 じ て 使用し て いる . 反復解法部は 行列等の デ ー

タ に 関 す る 要素演 算と し て 定義 され た Lis の API を 用いて 記述され て お り , MPI を 用いた

並列化 は こ の レベ ルで 行わ れ て いる .

?1 http://www-unix.mcs.anl.gov/petsc/

?2 http://www.grycap.upv.es/slepc/

?3 http://computation.llnl.gov/casc/hypre/

?4 http://www-math.cudenver.edu/ aknyazev/software/BLOPEX/

表2 Lis で 利用可 能な 線型方程式解法

CG CR

BiCG BiCR

CGS CRS

BiCGSTAB BiCRSTAB

GPBiCG GPBiCR

BiCGSafe BiCRSafe

BiCGSTAB(l) BiCRSTAB(l)

Jacobi Gauss-Seidel

SOR Orthomin(m)

TFQMR MINRES

GMRES(m) FGMRES(m)

IDR(s)

表3 Lis で 利用可 能な 前処理

Jacobi SSOR

ILU(k) ILUT

Crout ILU I+S

SA-AMG Hybrid

SAINV Additive Schwarz

ユ ー ザ 定義 前処理

Lis に 実装され て いる 前処理手法に つ いて , 主な も の を 簡単に 述べ る .

• 対角ス ケ ー リング ・Jacobi 前処理

こ れ ら は 前処理と し て は 単純な 方法で あ る が , ス ケ ー ラビ リテ ィ に 関 し て 良好な 性能を

示す .

• SSOR・Hybrid 前処理

• 不完全 LU 分解前処理

ILU 前処理の ス ケ ー ラブ ルな 実装. 問題サ イ ズ が プ ロセ ッサ 数に 比例す る 場合に , ほ

ぼ 一 定の 計算時間 で 処理す る こ と が で き る . ILU(k), ILUT, Crout ILU が 実装され て

いる .

• SA-AMG8) 前処理

代数的マ ルチ グ リッド 法の 逐次・並列実装. Lis で は 前処理の 一 つ と し て 実装され , ク

リロフ 部分空 間 法の 前処理と し て 用いる こ と が で き る .

• 近 似逆 行列前処理



• Additive Schwarz 前処理

5. 性 能 評 価

Lis 上に 実装し た 固有値解法の 特性に つ いて 調べ る た め , 九 州大学情報基盤研 究 開発セ ン

タ ー に 設置され た Xeon 5570 サ ー バ (2.93 GHz ク ア ッド コ ア プ ロセ ッサ ×2) を 用いて 評

価 を 行っ た ．な お ，2009年9月に 公開し た Lis 1.2.15 以降の バ ー ジョ ンで は ，前処理行列

生成部分を 線型方程式解法部分か ら 分離し ，逆 反復法の よ う に 内部で 繰り 返し 線型方程式を

解く 場合に は ，最初に 一 度だ け 前処理行列を 生成す る よ う 仕様を 変更し て いる ．こ の た め ，

前処理に 時間 を 要す る AMG 等で ，以前よ り 評価 値が 改善し て いる ．

今回は , Lis 上に 実装し た 疎行列ベ ク ト ル積に 関 す る ベ ンチ マ ー ク プ ログ ラム spmvtest

で の 評価 結果 を も と に ，行列格納形式と し て CRS を 選択し ，ま た ，AMG 前処理の 並列化

手法が MPI に の み 対応 し て いる こ と か ら ，MPI 並列版を 用いて 評価 を 行っ た ．ま た ，9) に

お いて 行っ た 同様の 評価 結果 に 関 し て も ，7-9 に 修正点を 反映し た ．

こ こ で は ，矩 形領域 [0, l] × [0, m] の 長方形膜の 自由振動を 表す 2次元 Laplace 作用素を

5点中心差分に よ り 離散化 し た 行列の 最小固有対 (最小固有値と 対応 す る 固有ベ ク ト ル) を

Lis 上に 実装し た 固有値解法に よ り 計算し た . こ の 場合，固有値の 解析解は

π2

(

σ2

l2
+

τ 2

m2

)

, σ, τ ∈ N (20)

で 与えら れ る の で ，各問題サ イ ズ で の 最小固有値の 近 似値は ，表4に 示す 値を 取る ．こ こ で

は ，相対残差ノ ルム の 閾値を 10−5 と し , 非零要素数が プ ロセ ッサ 数に 比例す る よ う 問題サ

イ ズ を 取っ て 各解法の 性能を 測定し た ．結果 を 表4-5 に 示す . 表か ら 分か る よ う に ，逆 反復

法で は 解析解に 対応 す る 最小固有対が 得ら れ て いる の に 対し ，共 役勾配法で は 最小固有値以

外の 固有対が 計算され て いる ．ま た ，AMG 前処理を 用いた 場合の 解が 最も 解析解に 近 いの

に 対し て ，ILU(0) で は 十分な 精度が 得ら れ ず ，フ ィ ルイ ンを 増や し た 場合に ，精度が 改善

し て いる こ と が 分か る ．

共 役勾配法で の 前処理と 精度の 関 係に つ いて 調べ る た め ，逆 反復法を 用いて ，問題行列

の 代わ り に 前処理行列を 作用させ た 場合 (以降近 似逆 反復法と 呼ぶ ) の 解に つ いて も 計算し

た ．結果 を 表6に 示す . こ れ か ら ，近 似逆 反復法の 結果 は 共 役勾配法と ほ ぼ 一 致す る こ と が

分か る ．

表4 局 所 ILU(0), AMG, Jacobi 前処理付共 役勾配法を 線型方程式解法に 使用し た 逆 反復法に よ る 最

小固有対の 計算結果

Problem Size 40,000 80, 000 160, 000 320, 000

# cores 1 2 4 8

time (s) (ILU(0)CG) 2.59 9.23 16.3 62.3

# iter (ILU(0)CG) 8 12 8 12

eigenvalue (ILU(0)CG) 4.89e-4 3.06e-4 1.23e-4 7.68e-5

time (s) (AMGCG) 1.23 1.59 1.46 2.64

# iter (AMGCG) 8 12 8 12

eigenvalue (AMGCG) 4.89e-4 3.06e-4 1.23e-4 7.68e-4

time (s) (JCG) 1.39 3.37 4.39 20.8

# iter (JCG) 8 12 8 12

eigenvalue (JCG) 4.89e-4 3.06e-4 1.23e-4 7.68e-5

eigenvalue (analytic) 4.934e-4 3.084e-4 1.234e-4 7.711e-5

表5 局 所 ILU(0), 局 所 ILU(64), AMG 前処理付共 役勾配法に よ る 最小固有対の 計算結果

Problem Size 40,000 80, 000 160, 000 320, 000

# cores 1 2 4 8

time (s) (ILU(0)CG) 6.12 12.3 17.3 21.0

# iter (ILU(0)CG) 1926 3487 2554 2002

eigenvalue (ILU(0)CG) 5.87e-1 5.87e-1 5.87e-1 5.87e-1

time (s) (ILU(64)CG) 5.96 9.50 16.3 21.8

# iter (ILU(64)CG) 11 14 27 26

eigenvalue (ILU(64)CG) 5.86e-4 5.86e-4 1.12e-3 1.12e-3

time (s) (AMGCG) 0.558 0.632 0.722 1.16

# iter (AMGCG) 11 18 12 27

eigenvalue (AMGCG) 8.97e-4 5.64e-4 2.70e-4 2.08e-4



表6 局 所 ILU(0), 局 所 ILU(64), AMG前処理行列を 用いた 近 似逆 反復法に よ る 最小固有対の 計算結果

Problem Size 40,000 80, 000 160, 000 320, 000

# cores 1 2 4 8

time (s) (ILU(0)II) 2.56 5.25 9.80 13.2

# iter (ILU(0)II) 2098 3799 2782 2181

eigenvalue (ILU(0)II) 5.86e-1 5.86e-1 5.86e-1 5.86e-1

time (s) (ILU(64)II) 5.68 9.66 11.7 14.5

# iter (ILU(64)II) 10 28 26 25

eigenvalue (ILU(64)II) 5.86e-4 1.12e-3 1.12e-3 1.12e-3

time (s) (AMGII) 0.41 0.47 0.54 0.75

# iter (AMGII) 10 18 11 26

eigenvalue (AMGII) 8.97e-4 5.64e-4 2.70e-4 2.08e-4

6. ま と め

解析解を 持つ 問題に 対し て , 逆 反復法, 共 役勾配法で 得ら れ る 最小固有値は 一 致し な か っ

た . 実際に は , 近 似逆 反復法 (Approximate Inverse Iteration, す な わ ち 逆 反復法に お いて ,

A−1 の 代わ り に T ≈ A−1 を 適用す る 手法) で の 結果 と 一 致す る . こ れ は , 共 役勾配法に お

け る 前処理の 効果 が , 逆 反復法に 類似し た も の で あ る こ と に よ る こ と を 示し て いる ．共 役勾

配法は 逆 反復法と 比較し て 短時間 で 解が 求 ま っ て いる も の の ，精度に 関 し て は 注意 が 必要で

あ る .

本稿で は , 固有値解法へ の 前処理の 適用に つ いて , 本研 究 で こ れ ま で に 得ら れ て いる 知見

を 報告し た . 本解法の 収束特性等に 関 し て は , 未解明な 部分も 残っ て いる . 今後大規 模問題

を 対象と し て , 各解法の 特性を 明ら か に し て いき た い.
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